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Losungen zu den Tutoriumsaufgaben

T1. (a) Finden Sie eine Kurve o im R? deren Bahn K wie eine liegende 8 aussieht.

(b) Nimmt die Funktion f(z,y) = x + y auf K ein Maximum an? Wenn ja, kénnen Sie
die Stelle (z,y) € K bestimmen, an der das Maximum angenommen wird?

Lésung (a) Gesucht ist eine Kurve o : R C I — R?, wobei die Bahn K = «o(I) C R? der Kurve
wie eine liegende 8 aussehen soll (vgl. Abbildung). Dazu malen wir uns K auf und
iberlegen uns fiir einige aufféllige Punkte, welche Werte «(¢) und der Tangential-
vektor o/(t) dort haben sollten. Daraus ergibt sich die untenstehende Tabelle.

to a 0 0 >0
1 1 b <0 0
ts 0 0 <0 <0
t3 —T —b <0 0
—X 1 -a 0 0] >0
ts —I b >0 0
te 0 0 >0 <0
t7 1 —b >0 0
ts a 0 0 >0

Jetzt konnen wir a,(t) und oy (t) gesondert betrachten und uns iiberlegen, welche
Funktionen hier passen konnten. Dazu zeichnen wir «, und «, in Abhéngigkeit von ¢
mit Hilfe der Tabelle auf, indem wir die Punkte ¢q bis g mit den zugehorigen Werten
fir o, bzw. o in ein Koordinatensystem eintragen, wobei wir ¢y = 0 festlegen.

Nun suchen wir eine Funk-
tion, die diese Werte erfiillt.

e o fir o, wihlen wir acos(t)
X'T = P e und koénnen dann a, ty, t4,
o ﬁ:; B ¥ /t‘ T —> £ tg und tg entsprechend fest-
. } P # sty legen. Wir wéhlen a = 2 und
4 t;n erhalten o, (t) = 2 cos(t) mit

t € [0, 27].



Fiir o, (t) gehen wir analog vor, wobei wir beachten miissen, dass wir o, ta, t4, &g
und tg sowie den Definitionsbereich fiir ¢ schon festgelegt haben.

v Wir wahlen als passende
Funktion bsin(2t),

wahlen b =1,

erhalten o, (t) = sin(2¢) und
konnen die restlichen ;
festlegen.

2 cos(t)
sin(2t)
gungen aus der Tabelle erfiillt. Auferdem kénnen wir jetzt x; berechnen.

Zum Schluss kann getestet werden, ob unsere Kurve a(t) = ( ) die Bedin-

th =n% || az(t) = 2cos(t) | ay(t) =sin(2t) | ol (t) = =2sin(t) | o (t) = 2cos(2t)

4 T
to=0 a=2 0 0 2>0
t = /4 T =+2 b=1 —V/2<0 0
ty =7/2 0 0 —-2<0 -2<0
ts=3/s || —x1 = —/2 —b=—1 —/2<0 0
thy=m —a = —2 0 0 2>0
ts =5/s || —x1 = —/2 b=1 V2>0 0
tg = 37/2 0 0 2>0 —-2<0
t; = T7/4 T =2 —b=1 V2 >0 0
tg = 21 a=2 0 0 2>0

Natiirlich gibt es etliche weitere Losungen, zB. kann man die Kurve stiickweise de-
finieren, indem man zwei Einheitskreise nach links bzw. rechts verschiebt und in-
einander tibergehen lasst. Allerdings muss dann gegebenenfalls Stetigkeit und (falls
gefordert) Differenzierbarkeit nachgewiesen werden. Da unsere Kurve eine Kombina-
tion differenzierbarer Funktionen ist, konnen wir darauf verzichten. Aufserdem muss
stets auf eine eindeutige Richtung geachtet werden, in der die Kurve durchlaufen
wird. Diese ergibt sich durch das Festlegen des Definitionsbereichs fiir ¢.

Im zweiten Teil der Aufgabe beschrinken wir die Funktion f(x,y) = x + y auf K.
Wir erhalten eine auf einer Schiefen Ebene liegende 8 (zur Veranschaulichung hilft
es, sich die Niveaumengen von f(z,y) aufzumalen. Wir erhalten die Funktion

fx(t) = f(a(t)) = 2cos(t) + sin(2t)

Da fx(t) auf R stetig ist und die Menge I kompakt in R ist, nimmt die Funktion
fr ihr (existentes) Maximum in I an. Um die Stelle (2(tmaz), Y(tmaz)), an der fx
maximal ist, zu bestimmen, setzen wir die Ableitung von fx nach t gleich 0:

dfx

Sl —2sin(t) + 2 cos(2t) S0 = sin(t) = cos(2t)



Da f(z,y) = = + y fiir in Richtung positiver z— und y—Werte steigt, suchen wir
eine Losung ., fiir die (o (tmaz)s @y (tmaz)) im ersten Quadranten liegt, t,,4, sollte
also ein Wert zwischen 0 und 7 sein. Eine Unterhaltung mit www.wolframalpha.com

o.A. liefert t,,4, = 5

T2. Sei U C R" offen und f,g: U — R™ differenzierbare Funktionen.

(a) Zeigen Sie, dass auch f +g: U = R™, (f + g)(x) = f(x) + g(z), differenzierbar ist,
und berechnen Sie die Jacobimatrix.

(b) Sei nun m = 1. Zeigen Sie, dass auch f - g differenzierbar ist, und berechnen Sie die
Jacobimatrix.
Losung Da f,g: U — R™ differenzierbar sind, gilt nach Definition 2.20 und Satz 2.25:
fl@+8) = f(x) + Dy(x)€ + ¢4(§) (1)

mit Dy Jacobimatrix von f und ¢¢(§) = o(§)

9(@ + &) = g(@) + Dy(x)€ + ¢4(&) (2)
mit D, Jacobimatrix von g und ¢,(§) = o(&)
(a) Betrachte

(f+ox+E = fla+&+glz+§)

UL (@) 4+ Dy(@) + 6(6) + g(2) + Dy(@)€ + 4 (€)
— (4 9)(@) + (Ds(x) + Dy()) € + d5(€) + 65(€)
————

=Dy q4(x) =:¢f4g(8)

f =+ g ist also nach Satz 2.25 differenzierbar, da Dy, € R™*" und gilt:

¢f+g(§) _ . ¢f(§)+¢g(§)

s el ETY
¢r(&) | .o 9§
RN GEN T

N

= 0 = 0



(b) Nun sei m =1, also f,g: U — R. Es gilt also Dy(z) = Vf(z) und Dy(z) = Vg(z).
Betrachte (f - ¢g)(x) := f(x) - g(z) an der Stelle z + &:

(f- 9+ = fla+&)- gz+§)
(12

=" (f@) + V(@) + ¢5(8)) - (9(x) + Vg(x)€ + ¢4(S))
U+ Y@Vl + g Vi)
=:Dj.q4(2)

+ Y@V 9(@)€  +  ¢r(§)%4(8)
%/_/

~

; ¢f<>( )+ 0, OF) + (6567 o12) + 6,V )

J/ J

C =:D

Es gilt A = 0(&):

o (V@) Vg(@)e  e=ere
I€[1—0 €] ||su —0

m (Vf(z)Vg()[gl = 0

Sei h: U — R differenzierbar. Dann gilt allgemein fiir festes x:

o(§)h(x) =0(§) wegen lim o&)h(x) DR

lel=o €]l
und o(§)h(z) =0 fir £=0
o(§)¢ =o0(§) wegen lim ole)e =0-0=0
lel=o (€]

und o) =0 fir £€=0

o&ol) . ole) . ol©)l
i el o Tl o el
und o(§o(§)=0 fir £€=0

o) +ol€) o€ . ole)
0 T o el o Tl =
und o(§)+o(§) =0 fir £€=0

=0

Also gilt B = 0(§), C = o(§) und D = o(§), sowie A+ B+ C + D = o(§) und wir
definieren ¢f.,(z) == A+ B+ C + D.

Auch Dy, ist wohldefiniert (Definitions- und Wertemengen passen), also ist f- g laut
2.20 und 2.25 differenzierbar, und es gilt:

fr9z+8& = f-g9(x) + Dpg@) +  ¢rg(8)



T3. Welche der folgenden Funktionen sind o((z,y))?
(a) flz,y) ==y
(b) g(x,y) = 2* +y*
sin( 1
(©) hlay) = @ + ) o)

cos(x)

Lésung Es gilt r := ||(z,y)| = v/2? + y? und man kann schreiben (g) = (;Z?I?((:g)
mit r € R+ und ¢ € [0, 27[. Beachte Notation 2.22.

(a) f:R?* — R ist iiberall differenzierbar und es gilt:

2 .
lim 2 = lim cos(ip) sin() = lim r - cos(¢p) sin(y) = 0
r—0 1 r—0 T =0 N—_——
€[-1,1]
und  f(z,y) =0 fir z=y=0
Also ist f(z,y) = o((,y)).
(b) g: R? — R ist iiberall differenzierbar und es gilt:
=1
2 4 .2 27 0in2 20, V)
lim Y gy OO oS 0) gy
r—0 r r—0 r r—0

und g(xz,y) =0 fir x=y=0

Also ist g(z,y) = o((x,y)).

(¢) h(z,y) ist nicht iiberall definiert. Zum einen fiir alle z, bei denen cos(xz) = 0 gilt
und zum anderen fiir (x,y) = (0,0). Ersteres konnten wir durch Einschrénken des
Definitionsbereichs beheben, letzteres fiithrt aber unweigerlich zu einem Problem, da
gilt h(0,0) # 0 = h(z,y) # o((x,y)). Also ist h(z,y) # o((x,y)), unabhingig von

der anderen Bedingung.



